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DEF

Necht A, B jsou mnoziny.

A ma stejnou mohutnost jako B (zna¢im |A| = |B|), pokud existuje bijekce mezi A a B.

Mohutnost A je nejvys tak velka, jako mohutnost B, pokud existuje prosta funkce z A do B.
Znatim |A| < |B].

Takovej faktik: |A| < |B| A |B| < |A] = |A| = |B|
DEF Spocetni mnozina
Mnozina A je spocetnd, pokud |A| < |N|, jinak je nespocetna.

Realna cisla reprezentujeme nekonec¢nym desetinnym rozvojem n, d,dyd;.... Dva rizné zapisy
mohou reprezentovat stejné ¢islo:

2,3599999... = 2,36000000...
TVRZ
Mnozina R je nespocetna.
DKZ

Necht je R spocetna, necht f je prosta funkce R — N. Necht g : N — R je definovana takto: pro
n € N, pokud 3z € R : f(x) = n, tak g(n) = z.

Vsimnéme si, Ze g je surjekce (na R), tj. {g(1), 9(2),9(3),...} =R

DEF
Necht A C R.

x € R je horni mez (horni zavora) mnoziny A, pokud Vy € A : y < z.

z € R je dolni mez (dolni zdvora) mnoziny A, pokud Vy € A : y > =z.

z € R je maximum (nejvétsi prvek) A, pokud « je horni mez A a zaroven z € A (max A)
z € R je minimum (nejmensi prvek) A, pokud z je dolni mez A a zaroveni x € A (min A)
A je shora omezena, pokud ma horni mez.

A je zdola omezena, pokud ma dolni mez.

A je omezena, pokud je omezena zdola i shora.

z € R je supremum A, pokud z je nejmensi horni mez A. (sup A)

A A AR o S A o

z € R je infimum A, pokud z je nejvétsi dolni mez A. (inf A)
Pokud A neni shora omezena, pak: sup A = +o0.
Pokud A neni zdola omezena, pak: inf A = —oo.

Pro (): inf() = —o0, sup ) = +oo.

DEF Metrika

M mnozina. Funkce d : M x M — R je metrika na M, pokud

1. Ve,y € M : d(z,y) > 0,navicd(z,y) =0z =1y

2. Ve,y € M : d(z,y) = d(y,x)

3. Vx,y,z € M : d(x,z) < d(x,y) + d(y, z) (trojdhelnikova nerovnost)

Potom (M, d) je metricky prostor.



Fakt: Funkce d : R x R — R definovana d(z,y) := |x — y| je metrika na R.

Posloupnosti a jejich limity

DEF Posloupnost prvkit mnoziny

Posloupnost prvkii mnoziny M je funkce a : N — M. Misto a(n) piseme a,,, cela posloupnost se
pise (a,)>”  C M.

DEF

Posloupnost (an)flo:l CRje

1. shora omezena (resp. zdola, omezena), pokud je mnozina {a,,,n € N} shora omezena (resp.
zdola omezena, omezena).

2. rostouci, pokud Vn € N:a, < a,

3. klesajici, pokud Vn € N:a, > a,

4. slabé rostouci (neklesajici), slabé klesajici (nerostouci)... <, >

Pokud je slabé rostouci/klesajici, pak je monotonni

DEF Vlastni limita posloupnosti

(an)zozl C R ma vlastni limitu L € R, pokud

Ve>03dn, e NVneNn>ny:a, € (L—¢e,L+e¢)
Neboli: pro sebemensi interval okolo L musi od néjakého bodu posloupnost byt v tomto intervalu.
Zapisuji lim

= L, nebo (a,) — L.

n— oo a’n

Rikame “(a,,) je konvergentni”, nebo “(a,,) konverguje (k L)”

DEF Nevlastni limita posloupnosti

Posloupnost (an)zo= , € R ma nevlastni limitu +oc0, pokud

VKeRIngeNVn>ny,neN:a, > K
Neboli: pro kazdé K musi byt posloupnost od néjakého bodu vétsi nez K.

Takovy fakti¢ek: (a,,) ma limitu +00 = (a,,) neni shora omezena. Bacha, neni to ekvivalence.

Tteba 1,0,2,0,3,0,4, ...
DEF Rozsifena realna ¢isla R*
R* je mnozina R U {400}, kde
VreR: —oco <z <400
A vole dalsi obivous véci Zeo.
Naopak tohle vsechno neni definované:

. (400) + (—0o0) a naopak
. 0+ (4+00) a naopak

. (400) — (+0) a se zapornymi taky ne
too z
400’ 0

AT I

jsou “neurcité vyrazy”



DEF

Pro A € R, (0, 4+00), okoli A o poloméru ¢, znacené U (A, ¢), je (A —e,A+¢).

Pro & € (0, +00), okoli +-00 0 poloméru €, znacené U (+00, ), je (1, +00) C R.
1

Pro ¢ € (0, 400), okoli —c0 0 poloméru ¢, znacené U (—oc0, ¢), je (—oo, —1) C R.

POZN: Pro L € R* a (an)zozl C R, plati, ze (a,,) ma limitu L < Ve € (0,+00) Ing € N Vn >
ng :a, € U(L,¢)

Jinak zapsana definice limity nahofte.

TVRZ

Kazda posloupnost realnych ¢isel mé nejvyse jednu limitu.

DKz

Sporem necht (a,,) € R ma dvé razné limity L,, L, € R, L; # L,.
Je > 0:U(Ly,e) NU(Ly, ) = 0.

= Ly, tak Iny Vn > ng :a, € U(Lq,¢).

Protoze lim,, ,  a,,

Protoze lim,, ,  a, = Lo, tak Iny Vn > n{ : a, € U(Ly,¢).

Pro n := max{ng,n,} : a, € U(Ly,e) NU(Ly,¢€).

To je spor, Ze je prunik prazdna mnozina...

VETA

Kazda monoténni posloupnost (a,,) € R ma limitu

DKz

Bud (a,,) slabé rostouci (pro sl. klesajici je dtikaz analogicky).

Oznaéme L := sup{a,,,n € N} € RU {400}

Tvrdim, ze lim,,_,  a, = L.

Pro spor, at neplati, ze lima,, = L. Tedy 3¢ € (0,4+00) Vny, € NIn >nj :a, ¢ U(L,¢).

Javim, ze Vn € N: a,, < L (L je supremum).

Pokud L € R, tak pokud aspon jedno a,, patii do (L — ¢, L), tak mam spor.

VETA O aritmetice limit

Bud K, L € R*, lim a, = Lalim b, = K:

n—oo 'n n—oo ’n

1. pookud je K + L definovano, tak lim, , (a, +b,,) = K+ L
2. pookud je K - L definovéno, tak lim,, , (a, -b,) = K - L
3. pookud je % definovanoa Vn € N : q,, # 0, tak lim,,_, (Z—" =

Sk

(bez dk lez’s goo000)

VETA O limité a uspoiadani
Necht (a,,)>°  C Rmalimitu A a (b,) C R ma limitu B, kde A, B € R*.



Potom:

1. pokud A < B, tak3dny, e NVm,n >ny :a,, <b,
2. pokud pro nekone¢né mnoho n € N plati, ze a,, < b,,,tak A < B

DKZ

1. Pfedpokladdame A < B.Potom 3¢ > 0: U(A,e) NU(B,¢e) = 0.
Jelikoz A = lim,,_, _ a,,, tak Ing' € N: Vn > nf :a, € U(A,¢).
Obdobné Inf € N:Vn > nf :a, € U(B,¢).

Ted si vezmu max n := max{nf;‘, ng} a pro kazdé m,n > n, teda mame a,, € U(A,¢) a
b, € U(B,¢). Takze a,, < b,,. Protoze A < B a protoze okoli nemaji Zadny spole¢ny prvek.

2. Pfedpokladame pro nekone¢né mnoho n € N platia,, <b,,.
Pro spor A > B.
Podle 1. 3ny € N Vm,n > n, : a,, > b,,, ale to je ve sporu s tim, Ze pro nekonecné n € N

mame a,, < b,,. H

POZN: PokudproVn € N:a, <b,, A=1im, , a,,B =1m,_ b, tak z toho neplyne, ze
A < B (ale plyne z toho A < B)

napf a,, = —+,b,, = <. Limity jsou obé 0.

VETA O dvou policajtech

Necht (a,,), (b,,), (¢,,) jsou posloup. takové, ze Vv € N : a,, < b,, < ¢,. Necht (a,,) i (c,,) maji obé
stejnou limitu L € R*,

Potom i (b,,) ma limitu L.

DKz

Libovolné € > 0. Voli to nejvétsi tvlij opp.

Chceme najit ny € N, ze Vn > ngy : b, € U(L,¢).

Vime, ze Ing' : Vn > nf' : a, € U(L,e). Stejné pro (c,) an§.
ngy = max{ng,n§ }

Vn > ny, pak platia,, € U(L,e) Ac, € U(L,e) anavica, <b, <c,,tedyb, € U(L,¢)

| POZN: Staci, pokud budeme piedpokladat, ze a,, < b, < c,, plati od néjakého bodu n;.

| POZN: Pokud L = +o0, nemusime ani brat v potaz ¢,,, pro L = —oo naopak a,,

3n+sin(\/ﬁ+%)

10+n

Priklad pro fizly: méjme b, = —— )]

3n—1 3n+1
2n+1 < bn < 2n—1

= .= ..=lim b =

n—oo °n

[S][W)

DEF Podposloupnost




Posloupnost (b,,) C R je podposloupnost (an)zozl CR,
pokud existuje rostouci funkce f : N — N takova, ze b, = a (.

V podstaté si z ty posloupnosti miizu néjaky prvky vybrat, ale ne je nijak prehazovat.

DEF Hromadny bod

L € R* je hromadny bod (an)zo=1 C R, pokud (a,,) ma podposloupnost (b,,) takovou, ze
lim, ,._b, = L.
Ozna¢me F ((a,,)) mnozinu hromadnych bodu (a,,).
Pokud ma (a,,) limitu L, tak # ((a,,)) = {L}. Kazda jeji podposloupnost ma taky tu limitu.
H((=1)") = {£1}

VETA O monoténni podposloupnosti

Kazda podposloupnost (an):f’= , € R ma monot6nni podposloupnost.

DKZ

a,, je nizky, kdyz kazdy dalsi clen je ostte veétsi.

1. (a,,) ma nekone¢né mnoho nizkych ¢lend.
Potom necht (b,,) je podposloupnost tvofena nizkymi ¢leny (a,,).
Jsem hotov. Jisté (b,,) je rostouci.

2. (a,,) ma jen koneéné mnoho nizkych ¢lent.
dng : Vn > ng : a, neni nizky.

Slovné: Od n, nebude zadny a,,, Ze by nebyl néjaky dalsi clen mensi (to by znamenalo, Ze a,, je
nizky, ale ty nam dosly), takze z tédlech ¢lent tu podposloupnost vytvorim. Ta bude
nerostouci.

Induktivné definujeme nerostouci podposloupnost (b,,).

b]. = a/no
Necht uz mame b, ..., b, pro k € N, kde

by, = a sy neni nizky, tedy 3In > f(k), Ze a,, < ay ). Oznaéme f(k + 1) nejmensi n s touto

vlastnosti. by 1 = @ (1)

Dusledek 1: Kazda posloupnost ma aspon 1 hromadny bod.
Dusledek 2: Kazda omezené posloupnost ma konvergentni podposloupnost. (Bolzano-Weierstrass)
VETA
Pro kazdou posloupnost (an):i , € Rplati, ze 7 ((a,,)) ma nejvétsi i nejmensi prvek.
DEF
Nejvétsi hromadny bod (an):’: | € R se nazyva limes superior, zna¢i se lim sup,,_, a,,,

Nejmensi hromadny bod (a,,) je limes inferior (a,,) a zna¢i se lim inf, ,__ a,,.



DEF Rada

Pro posloupnost (an):;o:l C R, fada (se s¢itanci (a,,)) je vyraz

a; +ay+ag+ .. (neboZan>
n=1

n-ty Caste¢ny soucet té fady je s,, = a; +ay + ... + a,,.

Pokud ma (Sn),o:: , limitu L € R*, tak fekneme, Ze L je soucet fady a; + a; + .... Pokud navic L €
R, tak fekneme, Ze ta fada je konvergentni.

Funkce

f:A—> B, AABCR

A ... defini¢ni obor f

Im(f) == {f(z);z € A} CB
fijeprostana M C A:Vz,, 25 € M :x; x5 = f(x1) # f(xy)
f je shora omezenana M C A: 3K e R: Vx € M : f(z) < K, analogicky sdola, omezena.

)
fjerostoucina M C A:Vx,, 2, € M : 2y < zy = f(z,) < f(2,), analogicky neklesajici atd atd
f je periodicka s periodou P:Vx € A:x+ P € AN f(z) = f(x + P)

DEF Exponenciélni funkce

Takovej vtipek (fakticek), nebo tzv. fax:

1. Rada, kterou jsme pouzili konvertuje pro kazde = € R.
Vz,,z, € R:exp(z; + z5) = exp(xy) - exp(z,).
exp(0) =1

Vo >0:exp(x) > 1,V <0:exp(x)=
exp(x) je rostouci na R:

pro &, < @, mém exp(zy) = exp(w; + (3, — 7,)) = exp(a,) - exp(zy — ;) > expla,)

exp(—z

A

DEF Inverzni funkce

Necht f: A — B je prosta. Funkce g : Im(f) — A je inverzni funkce k f,
pokud Ve € AVy € Im(f) :y = f(z) < g(y) = x.

DEF Eulerovo ¢&islo

Hodnota

1 1 1
exp(l):1+F+§+§+...%2,718

je Eulerovo ¢islo.

Fakti¢ek hihi: Im(exp(z)) = (0, +00)

DEF Ptiozeny logaritmus




Inverzni funkce k exp(x) se nazyva pfirozeny logaritmus, znaci se In : (0, +00) — R
Pozorovanicko: Vz,,z, > 0 :In(z; - z,) = In(x;) + In(z,)

DEF Mocnéni

Ve >0VyeR: z¥:=exp(y-In(x)

)
Pozorovanicko: ™ = exp(n - In(z)) = exp(In(z) + In(z) + In(z) + ... + In(z)) = exp(In(z)) -
exp(In(z)) - ... -exp(ln(z)) =z -z -z - ...z
A jesté jedno: e® = exp(z - In(e)) = exp(z)

DEF Goniometrické funkce

o0 ) g2t 3 5
r z°
sinie) = > = -
o) n 2n 2 4 6
. (™2 oz 2* 2
cos(x) '_Z;)—(Qn)! = ﬂ_§+E o + ...
n=

DEF Prstencové okoli
A € R. Prstencové okoli P(A,e) =U(A,e) \{A}=(A—c,A)N (A, A+e).

Levé (P~ (A, ¢)) a pravé (PT (A, e)) prstencové okoli jsou jenom pulky.

Pro nekonecna to je prosté U (A, €), neodstrafiuju nekoneéno.

DEF Limita funkce
Necht f: M — R, A, L € R*.
f mav Alimitu L, zna¢im lim,_, , f(z) = L, pokud

Ve>030>0:VxeP(Ad):x€ MA f(zx) e U(L,e)

Mno, neboli. Pro jakkoliv malé okoli kolem L (coz je hodnota ty funkce) dokaZu najit prstencové
okoli A, 7e kazdy prvek v ném spada do toho, ktery jsem dostal zadany.

Jinak zapsano:

lim f(z) = L& ¥e>036>0: f(P(4,9) CULe)

DEF Jednostranna limita funkce
Necht f: M - R, A€ R, L € R*.
f ma limitu zleva rovnou L, zna¢im lim,_, , f(z) = L, pokud
Ve>030>0:Ve e P (A d):x € MA f(x) € U(L,¢)
Analogicky zprava, zna¢im lim__, 4+ f(z) = L. Pravé prstencové okoli.
Fakticek od hajnyho:
“Heineho definice limity”

f: M — R, A L e R* necht M obsahuje néjaké prstencové okoli A. Potom nasledujici dvé
tvrzeni jsou ekvivalentni:



1. lim, ,, f(z)=L
2. Pro kazdou posloupnost (;pn):’: . © M\ {A} plati, ze pokud lim

limn%oo f(xn) = L.

Véta o aritmetice limit pro funkce:

x, = A, pak

n—oo

VETA O aritmetice limit
Bud A,K,L € R* lim, ,, f(z) = Lalim, , , g(z) = K:

1. pokud je K + L definovano, tak lim,, , ,(f(z) +g(x)) =L+ K
2. pokud je K - L definovano, tak lim,,_, ,(f(x)-g(z)) =L - K

3. pokud je - K definovano, tak hm,HA( (x))

g\z
L
9(z) K

(bez dk lez’s g00000)
VETA
Necht lim,_, 4 f(z) = Ly alim,_, 4 g(z) = L, potom

1. pokud L; > L, tak 36 > 0 Vz € P(A,0) : f(z) > g(=)
2. pokud V6 > 0 3z € P(A,9) : f(x) > g(z), tak L; > L,

VETA O dvou policajtech pro funkce

Necht f, g, h jsou funkce, necht lim_, , f(z) = Lalim, , 4, h(z) = L pro A, L € R*.
Necht 30 > 0 Vx € P(A4,9) : f(z) < g(x) < h(z), potom lim,,_, 4 g(z) = L.

| POZN: Funguje i pro jednostranné limity

VETA

Pokud je f monoténnina (A, B), tak existuje lim,_, 5 f(z) ilim,_, 4+ f(z).

Pokud je f monoténni na (A4, +00), tak existuje lim,_,  f(x)

Pokud je f monoténni na (—oo, A), tak existuje lim,_, _ f(z)

VETA O limité slozené funkce (VOLSF)

Necht A, B, L € R*, necht f a g jsou funkce, ze lim,_, , f(z) = B, lim, ,5 g(z) = L.

Necht plati aspon jeden z predpokladu:
1. g(B) = L (tedy B,L € R)
2. 30, > 0,2e Vo € P(A,dy) : f(x) # B

Potom lim,_, 4, g(f(x)) =L

DKz

Méjme € > 0.

Vime, ze lim,_, 5 g(z) = L, tedy 3y > 0: g(P(B,7)) C U(L,¢).
Vime, ze lim,_, 4 f(z) = B, tedy 36 > 0: f(P(A,9)) CU(B,").

f ale muze zobrazit néco z P(A, 0) na B, takze bychom funkce pak nemohli slozit. Musi tedy

platit alesponi jeden z pfedpokladi.



Pokud plati 1. pfedpoklad, tak g(U (B,~)) C U(L,¢€). Potom g(f(P(A,6))) C g(U(B,7)) C
U(L,e).

Pokud plati 2. pfedpoklad, tak pro §" := min{d, 5} : f(P(A,d)) C P(B,~). Potom
9(f(P(A,07))) € g(P(B,7)) CU(L,e).

Tedy lim, _, 4 g(f(z)) = L. m

Spojitost funkci
DEF Spojitost
Funkece f je spojita v A € R, pokud plati, ze lim_, , f(z) = f(A).
Funkce f je spojita v A € R zleva, pokud plati, ze lim,_, ,- f(z) = f(A).
Funkce f je spojita v A € R zprava, pokud plati, ze lim,_, 4+ f(z) = f(A).

DEF Spojitost na intervalu

f je spojita na intervalu I, pokud

1. je spojita v kazdém vnitinim bodé I,

2. ma-li I levy krajni bod, je v ném spojita zprava,
3. ma-li I pravy krajni bod, je v ném spojita zleva.
DEF Bolzanova

Necht A, B € R, A < B, necht f je spojitana I = [A, B]. Pokud f(A) < 0 < f(B) nebo f(A) >
0> f(B),tak3c € (A,B) : f(c) =0.

DKZ

Predp. f(A) < 0 < f(B).

Ozna¢me Z = {z € [A, B]; f(z) < 0},S:=sup Z € [A, B].
Tvrdime f(S) = 0.

Sporem, necht f(.S) # 0.

Pokud f(S) < 0, pak ze spojitosti plyne, ze 36 > 0 : V& € U(S,8) : f(z) <0

Véta o nabyvani mezihodnot je zobecnéni Bolzanovy pro jakékoliv m, ne jenom 0. Diikaz je jenom

to, Ze funkci posuneme.
VETA
f spojita na intervalu 1.
Potom f(I) je interval.
DKZ
Volme z < y < z,ze x,z € f(I). Volme A, B € I, 7e f(A) =z, f(B) = z. Z véty o nabyvani
mezihodnot 3¢ € (A, B) : f(c) =y, tedy y € f(I).

DEF Maxima a minima funkce

Necht f: M — R, pro M C R. Necht A € M. Reknu, Ze f nabyvav A



1. (globalni) maximum, pokud Vz € M : f(z) < f(A)

2. ostré (globalni) maximum, pokud Vz € M \ {A} : f(z) < f(A)

3. lokalni maximum, pokud 3e > 0: Vo € U(A,e) N M : f(z) < f(A)

4. ostré lokalni maximum, pokud 3¢ > 0: Vo € P(A,e) N M : f(z) < f(A)

Analogicky pro minima.

V kazdym pfipadeé to je fakt extrém.

DEF Kompaktni netrivialni interval
Netriv. interval I je kompaktni, pokud obsahuje levy i pravy krajni bod.
I=[A,BJA,BER,A<B

VETA Princip maximality

I = [A, B] netrivialni kompaktni, f spojita na I.

f nabyva na I globalniho maxima i minima.

DKZ

Pro maximum:

S :=sup f(I) € RU{+o0}.

Najdeme C € I, ze f(C) = S, tedy v C je glob. maximum.
Z def. suprema: Ve > 03z € I : f(x) € U(S,¢)

Pron € Nzvolme z,, € I, ze f(z,) € U(S,1).

Jisté lim,,_,  f(z,) = S.

Bolzano-Weierstrass: posloupnost (mn)zo: | je omezena (protoze (z,,) C I a I je kompaktni =

omezena), tedy ma konvertgentni podposloupnost (zn)zo= |- Oznacme si L :=lim,,_, 2,,.

oo

Jisté lim,,_,  f(z,) = S, protoze (f(zn))zozl je podposloupnost (f(z,,)) .
Jisté L € I, protoze I je kompaktni.

Dokazeme, ze f(L) = S, tedy v L se nabyva maximum.

Pro spor, necht f(L) # S.

Pokud f(L) > S spor s S = sup f(I).

Necht f(L) < S, oznat¢me R := f(L), volme e > 0, ze U(S,e) NU(R, &) = .

Vime, Ze f je spoj. v L (pfipadné jednostranné, pokud L je krajni bod I), tedy lim,_,; f(z) =
f(L)=R.

Tedy 30 > 0: Ve € U(L,0) N1 : f(xz) € U(R,¢).

Zaroven lim,, . z, = L, tj. InyVn >ng: 2z, € U(L,0)NI.

Ale navic lim,, . f(z,) =S, tedy In;Vn > n, : f(z,) € U(S,¢).

Vn > max{ny,n,}: f(z,) € U(S,e) Nz, € U(L,6) A f(z,) € U(R,¢)

To je spor s U(S,e) NU(R,e) = 0.

Fakticky na oddechnuti:



1. Pokud f a g spojité v A, tak i f 4+ g a fg jsou spojité v A.
Pokud navic g(A) # 0, tak i ’é je spoj. v A.
2. Pokud f je spoj. v A, f(A) = B a g spoj. v B, tak g(f(z)) je spoj. v A.
3. Pokud je f spojita a prosta na intervalu I, tak f je rostouci nebo klesajici na I.
4. Pokud je f spojita a prosta na intervalu I, tak jeji inverzni funkce g : f(I) — I je spojita na f(I).

5. exp(x),sin(x), cos(x) jsou spojité na R.

Derivace
DEF Derivace funkce

Derivace f v A je rovna
o f@) = fA) L f(AR) — f(4)
A x— A h—0 h

Derivace f v A zprava je f, (A) :=lim,_, 4+ —f(xiii(A)-

Stejné tak zleva f’ (A) := ....

DEF Diferencovatelnost

f je diferencovatelna v A, pokud f’(A) existuje a je realna.

Pokud je f diferencovatelna v A, tak f je v A spojita.
Chceme lim,_, 4 f(z) = f(A).

lim,_, 4 (f(z) — f(A) + f(A)) = lim,_, , ((f(z) — f(A)) - =4 + f(4))
a T im (2 — A) +lim, 4 (F(A)) = f(A)

AL
= lim,,

+ spojita funkce nemusi mit derivaci

« spojita funkce miiZze mit nevlastni derivaci

« nespojita funkce mize mit nevlastni derivaci

Muzeme taky psat f'(A) jako (f(x)),_4.
napf. (z2 + sin(z + 1));_0

TVRZ Aritmetika derivaci

Necht f a g jsou diferencovatelné v A € R. Potom

L (f(2) +9(2))3=a = ['(A) + 9'(4)

2. VeeR: (¢ f(z))pen = ¢ [/(4)

3. (f(2) - 9(2))3=n = F(A) - 9" (A) + f'(A) - g(4)

4. Necht f(A) # 0, potom (f(z))z=A = Jfé((A)) .

5. Necht f(A) # 0, potom (%)FA = £AfA l( )(A)Q(A)

POZN: Plati i pro funkce, které maji nevlastni derivace, ale musime pfidat predpoklady. Tzv.
sometimes maybe good sometimes maybe shit...

DKZ

1. aritmetika limit



2. aritmetika limit eia
3. (£(@) - 9(@))s_s = lim,_, 4 L2 I

= lim,_, , £(@o(@)=f@)g( A+ H(o)g(A)=f(A)g(A)
= lim,,_, , {)(E=)-g(A)+a(A)(f(2)—f(4)
g(z)— (A) f(A)

=lim, , 4 f(z) - lim, 4 +tlimg_, 4 g(A) - lim,_, » _f(IgZ:A

SA
=lim, 4 f(z) ¢ (A )+g(A) f'(A)
)

= f(A)-g'(A)+g(A) - f'(A) (f je diferencovatelnd = spojitd)

’ _1 1
4. (L) — 1 (2]~ 7CA)
@), lim, , , =5 —%
ENIE]
iy o
= lim, 4 25

o fA-f@) g L )
= hmz_>A T4 hmz—)A fl@)f(A) = f2(=z)

5. plynez3.a4.
f(z)=z"pron € N= f'(A) =nA™!
Fakticek: exp’(z) = exp(x) Vz € R, sin’(z) = cos(x), cos’(z) = —sin(x)

VETA Derivace slozené funkce

Necht f je diferencovatelna v A, necht g je diferencovatelna v B := f(A).
(9(f(@)))z=a = 9'(B) - f'(4)

DKZ

Myslenka... To asi nemusime umét...

. g(f(z))—g(f(A)) (x)—f(A)
(9(f(@)))pes = lim, , , SIED—gICA) M) 1A)

9(f@)=9(B) 1y fa)=f(A)

- hnlmﬁA f(x)—B z—A T z—A

. s
= lim,_, , ZLE-0B) . 1(4)

Ozna¢me D(z) = %, lim, ,p D(z) = g'(B)

lim,_,, 295 f7(4) = lim, _, , 2D - 17(4)

VOLSF

9 (B)f'(A)

VETA Limita inverzni funkce
Necht f je prosta funkce, necht f(A) = B. Necht f'(A) € R\ {0}. Necht g := f~1.

Potom ¢’ (B) = ﬁ



3

2
/ /1 2 3 2 5 ¢
Te¢na ma pfevracenou smérnici... Cim vic roste f, tim min g.

Piiklad: méjme B = exp(A) = e, pak In’(B) = (WI(A)) = 1. VB € (0,+00)

Piiklad: pro z > 0 ar € R definujeme f(z) = 2" = exp(r - Inz)
F(@) R (r ng) - exp/(rlnz) = L.exp(r-lnz)=La"=r- -z

VETA L’Hospitalovo pravidlo

A € R*. Necht na néjakém P (A, €) plati, ze f je diferencovateln4, g je nenulova, diferencovatelna,
g’ je nenulova.

1. PokudEIhmmHA ,2 % L apokudlim, , 4 f(z) =lim,_, 4 g(x) =0, pak lim_, 4 fgxg =

2. Pokud 3lim,,_, 4 75 = L apokud lim,_, 4|g(z)| = 400, pak lim,_, 4 fg; =L

VETA

f spojitina [A, B) pro A < B,lim__, 4+ f'(z) = L € R*.

Potom f} (A) =L

DKZ

Fi(A) = lim, _, 5. 141

lim, , 4+ (f(A) — f(x)) = 0, protoze f je spoj.v A*.lim_, 4+ A—xz =0.
Muizu pouzit 'Hospitala.

f/ (A) = llmI_>A+ _]i(m) L

x

TVRZ

A eR, ffce.

1. Pokud f,(A) > 0,tak3e > 0: Vo € P (4,¢) : f(z) > f(A)
2. Pokud f/ (A) > 0,tak3e > 0: Vx € P~ (4,¢) : f(z) < f(A)
3. Pokud f} (A) < 0,tak Je > 0: Vo € P*(A,¢) : f(z) < f(A)
4. Pokud f’ (A) < 0,takJe > 0:Vz € P~ (A,¢e): f(z) > f(A)

DKZ

Pouze prvni. Ostatni analog,.

D=f.(A) >0 (mizebyti+oo)



’ . A)—
0< D= f+(A) = hIn;zc%A+ %

= Ve > 030 > 0: Vo € P*(A,0) : L0 c (D, e)

Volme € = %.

Potom U (D, €) obsahuje jen kladna ¢isla. Tedy Vz € P (A, ) : ﬂAX:i(m) > 0, tedy f(A) —
f(@) < 0, tedy f(A) < f(z)

VETA nutna podminka pro existenci extrému

f je funkce definovana na okoli bodu A. Pokud f ma v A lokalni extrém, tak bud f’(A) neexistuje,
nebo f'(A) =0

DKZ

Obménou.

f'(A) # 0, treba > 0.

Potom f} (A) >0, f (A) > 0.

Dle predchoziho tvrzeni (e > 0: Vo € Pt (A,e) : f(z) > f(A)) A (T’ >0:Vz e P (A, &) :
f(z) < f(A))

Tedy f nema v A lokalni extrém.

VETA Rolle

f je spojita na intervalu I = [A, B], A < B,Vz € (A, B) 3f'(z), f(A) = f(B).
Potom 3C € (A,B) : f/(C)=0

DKZ

Pokud je f konst., pak véta plati.

Pokud ne, 3z € (A, B) : f(z) # f(A) = f(B),BUNO f(x) > f(A).

Princip maximality: f nabyva na I maxima v néjakém C' € I.

Jiste C' ¢ {A, B}.

V C je maximum (a f’(C) existuje z pfedpokladu), takze f'(C) = 0.

VETA Lagrangeova véta o stiedni hodnoté

f je spojitd na intervalu I = [A, B], A < B, Vx € (A, B) 3f'(z).
g _ f(B)—=f(A)

3C € (A, B): f/(C) = ==~

DKZ

p(z) = f(A) + (z — A) - {ELA

g(z) == f(z) — p(x)

Jisté g je spoj na I.

Vo € (4,B): 3¢ (z) = f'(z) —p'(z) = f' () — LEHA
Navic g(A) = g(B). Podle Rolle 3C € (A, B) : ¢’ (C) = 0.




| £(C) — L5 = 0, tedy f/(C) = {544

VETA O derivaci a monotonii

f spojitina I.

1. Pokud pro kazdy vnitini bod = € I plati f'(x) > 0, tak f je rostoucina I.
2. Pokud pro kazdy vnitini bod = € I plati f'(z) > 0, tak f je neklesajici na I.

apod.
DKZ

Dokazujeme 1. ostatni analog.
Volme A, B € I, A < B. Chceme f(A) < f(B).
Lagrangeova véta: 3C € (A, B) : f/(C) = %

Derivace je kladna, takze

M>O tedy f(B) > f(A)

DEF Konvexnost

I je netrividlni intervala f : I — R.

1. fje konvexnina I, pokud VA, z, Bel: A<z <B: f(x) < f(A)+(xz—A)- %{g’”
2. fjeryze konvexnina I,kdyzVA,z,Bel: A<z <B: f(z) < f(A) + (z —A)-%
3. fjekonkavnina I,pokud VA,z,BeI: A<z <B: f(z)> f(A)+(z—A)- HB)-f4)

( B
4. fjeryze konkavnina I, kdyzVA,z,Bel: A<z <B: f(z)> f(A)+(z—A)- %
VETA
f spojita na intervalu I, ma derivaci na kazdém vnitinim bodé x € I.

Pokud f’ je rostouci na I, tak f je ryze konvexni na I.
Pokud f’ je neklesajici na I, tak f je ryze konvexni na I.
Pokud f je klesajici na I, tak f je ryze konkavni na I.
Pokud f’ je nerostouci na I, tak f je konkavni na I.

Prosté normal derivace behaviour shit

BEZ DK LET’S GOOOOO

POZN: Jensenova nerovnost

pokud f je konvexninala A, B €[
A)+£(b
f(A;-B) < £ );rf()

DEF n-té4 derivace
f je definovanana I, A € I.

Pro n € N, definuji n-tou derivaci f, nebo n-tého radu (f (n)) takto:

L fO4) = f(4)
(n—1) _ f£(n-1)
2. pron > 1, pokud existuje £V, definuji £ (A) = lim,, ., ! (A+h,i f A

Prosté derivace derivace derivace derivace ... funkce Zeo.



DEF Tayloriv polynom

f je funkce, ktera ma v A € R derivaci fadu n € N;. Necht je tato derivace vlastni, necht je f
spojita v A.

Potom Tayloriiv polynom tadu n funkce f v bodé A je

F(4) + (A — a)+ A

(x— A2+ ..+ . (x — A"

Fakti¢ek mamicek: Pokud ma funkce f v bodé A Taylortv polynom 7T'(x) fadu n, tak

f(x)-T(z)

oA A = 0, navic T'(x) je jediny polynom stupné < n s touto vlastnosti.

lim
DEF Taylorova fada
f je funkce, ktera ma v A vlastni derivace vSech fada.

Taylorova fada funkce f v bodé A je

oo fRI(A
) = i, S 4

O¢icko: Pro f(z) = exp(z), A = 0 mame 779 (z) = Z;’;O H¥ = exp(z)

POZN: Obecné pro f

1. T74(z) nemusi existovat (pokud f nema v A vl. derivace viech fadt)
2. Tkdyz T/4(x) existuje, nemusi pro véechna z € R konvergovat.
3. 1kdyz T/+4(z) konverguje, nemusi byt rovna f(z).

Primitivni funkce
DEF

f funkce na otevieném intervalu 1.

F je primitivni funkce k funkei f na I, pokud Vz € I : F'(z) = f(x).

TVRZ
I # 0 je otevieny interval a f : I — R. Potom

1. pokud F': I — R je primitivni funkce k f na I a c € R, tak G(z) := F(z) + ¢ je také primitivni
funkce f na I.
2. pokud Fj a F, jsou primitivni funkce fna I,tak 3c e R: Vz € I : Fi(z) = E(z) + c.

DKZ

L G'(2) = (F(z) + &) = F'(z) = f(2)
2. r(x) := F(z) — F(z). Potom ' (z) = F (z) — F5 () = f(z) — f(z) = 0
r’ je nezaporna i nekladna = r(z) je konstantni = r(x) = ¢ pro néjaké c € R.

Zapis: “ [ f(z) dz = F(x) + ¢” znamen4, Ze F je prim. funkce k f (na I).
Pokud F je prim. fce k f na I # (), tak F' je na I spojita, protoZe jinak by F' nemélo vl. derivaci.
Fakt: Pokud f je spojita na ot. intervalu I # (), tak f mé I prim. funkci.



| POZN: existuji i nespojité fce majici prim. funkci...

| POZN: pro funkce ln(%), exp(—z?),sin(z?), V1 — x4 nelze prim. funkci “vyjadfit vzore¢kem”.

TVRZ
Pokud m4 funkce f prim. funkci F’ a g prim. funkci G, tak pro o, 8 € R:
af(z) + fg(x) ma prim. funkci aF (z) + G(z).

VETA O substituci

Pokud ma f na intervalu I # ) prim. funkci F' a pokud ¢ je funkce z ot. intervalu J do I, kterd ma
v kazdém bodé J vlastni derivaci f(p(t)) - ¢’ (t) ma na J prim. funkci F(¢(t)).

VETA Integrace per partes

f a g jsou spojité na I a maji tam prim. funkce F, G.
f-GaF-gmajinal prim. funkceaplati [ f-G+ [F-g=F-G+c,
neboli [ f-G=FG— [F-g.

TVRZ
f prim funkce F' na ot. intervalu 1.
Potom VA € I bud lim,__, 4+ f(z) = f(A), nebo lim,_, 4+ f(z) neexistuje.

Podobné z — A™.
DKz
Necht existuje lim,_, 4+ f(z) =: L € R*. Chceme L = f(A).

Vime: lim,_, 4+ F'(z) = L, zaroven F je spojitd v A zprava (protoze F je spojita na I, jinak by
neméla vl. derivaci f).

Podle véty o jednostranné derivaci: F} (A) = L. Ale F'(A) = F/(A) = f(A).
f(A) =1L

Urcity integral
DEF Newtoniv integral
A,B € R, A< B, f ma prim. funkci F na (A, B).
Necht existuji viastnilimity lim,_, 4+ F'(z) =: F(A+) alim,_,z F(z) = F(B —).
Potom Newtoniv integral f na (4, B) je () ff f(z)dz = (N) ff f=F(B-)—F(A+).
Pokud (N) ff f existuje, feknu, Ze f je newtenovsky integrovatelna.
Mnozinu newstonovsky integrovatelnych funkei na (A, B) zna¢im N (A, B).
F(B—) — F(A +) zna¢im [F(z)]5.

POZN: Pokud f ma prim. funkci F' na ot. intervalu I obsahujicim A, B € I, A < B, tak F(A+) =
F(A),F(B —) = F(B), tedy [F(2)]5 = F(B) — F(A).



TVRZ
Pokud f je spojitd na [A, B], A < B, tak f € N (A, B).
DKz

Definujeme funkci f, : R = R,

f(z) pro z € [A, B]
folw) = { F(4) pro = < A
f(B) prox > B

Pozorovani: f, je spoj. na R = f, ma na R prim. funkci F,, ktera je také spojita. Zajisté F, je
prim. funkce k f, na (4, B).

Navic F3(A+) = By(A), (B —) = B(B).
N) [P 1= [By))®

Per partes pro Newtonuv integral:

Necht f, g jsou spojité na [A, B], A < B, jejich prim. funkce na (A, B) jsou F, G.

Potom (N) [ fG =[FGI§ — (N) [{ F-g.

Substituce pro Newtonuv integral:

© je spojita na [, (], diferencovatelna na (a, 3), necht ¢ zobrazi [a, 8] na interval [A, B].
Necht f je spojita na [A, B] ama na (A, B) prim. funkei F.

Potom (N) [ f(p(t)) dt = (N) [%7) f() da

Podle konvence:
Pokud A > B — (N) [7 f:= (N) [2 f
Pokud A =B — (N) [ f =0

DEF Déleni intervalu

Déleni intervalu [A, B] je kone¢na posloupnost Ay < A; < Ay < ... < Ay, kde Ay = A, A, =
B.

Oznatme [; = [A;_{,A;]l,i=1,..,k
Ll =A;, — A,

Pro funkei f : [A, B] - Radéleni Ay < A; < ... < Ay oznaéim m, = inf . {f(z)}, M,
supger, {f(2)}

DEF Dolni Reimannova suma

Dolni Reimannova suma pro f a déleni D := (A, ..., 4;) je
k

D) := Z m, | L]
=1

DEF Horni Reimannova suma



Horni Reimannova suma pro f a déleni D := (4, ..., 4;) je
k
S(f,D) = ZMz’Iz’
i=1

DEF Horni/dolni Reimanntv integral
Dolni Reimanntv integral f na [A, B] je

B
(R) / f= sw  s(f,D)

A D déleni [A,B]

Horni Reimanniv integral f na [A, B] je

B
(R) / fim ) it SUD)
A

D déleni [A,B

DEF Riemannuv integral
Pokud (R) ff fi(R) ff f jsou redlné a rovnaji se, tak jejich hodnotu oznacime (R) ff f.
nazveme ji Reimannav integral f na [A, B]. MnoZzinu riemannovsky int. funkci na [A, B]
oznacime R[A, B].

Aplikace integralu

Fakta:

1. Pokud pro néjakou funkci f existuje Newtontv i Riemanniv integral, pak se rovnaji.

2. Pokud je f na intervalu [A, B] spojita nebo je na [A, B] monoténni, pak (R) ff [ existuje.
VETA Odhad integralu monoténni funkce
neN, f:[1,n] - R

s n—1
1. pokud f neklesajici na [1, n], tak Zk:l f(k) < fn f<
f

2. pokud f nerostouci na [1,n], tak 37" f(k) > [
DKz
f neklesajici na [1,n], tedy (R) fln f existuje.
Volme na [1,n] déleni D = (1, ...,n).
Potom dolni Riemannova suma s(f, D) = Z:;ll f(k)- 1.
S(f,D) =32, f(k)-1
Tedy s(f, D) < flnf <S(f,D)

VETA Integralni kritérium konvergence fad

f:[1,00) — R je nezdporn4, nerostouci.

Potom Zzil f(k) konverguje < lim,,_, (fln f) eR.
DKz
Protoze f > 0, tak 3_°  f(k) je realna nebo +oco.



Protoze f nerostouci, tak Vn : (R) [" f existuje.
Protoze f > 0, tak fln f je neklesajici v proménné n.
Tedy L := lim,,_, (fln f) existuje.

=

odhad f nezép.
Pokud S == 37" f(k) € R (konverguje). Potom Vn : fln f < Zz;ll flk) < S

Tedy i lim,, ., [" f < S, tedy lim,,_,, [" f € R.

=

Pokud lim,, (/" f) = L € R tak: Vn: L > [ f 3 S fk) =" (k) — f(1)

Tedy Vn : ZZ:1 f(k) < L+ f(1), tedy ZZ’;I f(k) < 0.

DEF Kfivka
Méjme kompaktni interval I = [A, B] a d-tici spojitych funkei (¢4, ..., p,), kde ¢, : I — R.

Potom kfivka s parametrizaci (¢, ..., ¢;) je mnozina
K = {(801(t)a Py(t), -y SOd(t)) eR%te I}

Kiivka K je hladka, pokud Vi =1, ..., d ma ¢, na I vlastni spojitou derivaci.

DEF Délka hladké kiivky

Hladka kiivka K s parametrizaci (¢, ..., ¢ )-
Jeji délka je

/ NCACE 24+, dt.

Napfiiklad pro kiivku grafu funkee f : [A, B] — R.
p1(t) =t,p5(t) = f(2),t € [A, B
S Ve O+ (02 dt = [ /T+ F()dt.

Vlastnosti Riemannova a Newtonova integralu
+ kdyZ je f neomezena na [A, B, tak f ¢ R[A, B|
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