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Skalarni soucin
DEF Skalarni souéin nad R

V vektorovy prostor nad R, pak skaldrni soucin je zobrazeni (.,.) : V2 — R, splnujici pro viechna
x,y,z€VaaecR:

+ (z,x) > 0, rovnost pouze pro z = 0
{2 +y,2) = (2,2) + (y,2)

- {az,y) = afz,y)

{z.y) = {y,z)

| POZN: (0,2) = (z,0) =0

DEF Skal4rni sou¢in nad C

V vektorovy prostor nad C, pak skaldrni soucin je zobrazeni (.,.) : V2 — C, splitujici pro véechna
z,y,z€ VaaeC:

<:UT,33> > 0, rovnost pouze pro z = 0
(x+y,2) = (2,2) + (y,2)

- {az,y) = a(z,y)

- {zy) = {y,7)

| POZN: (0,2) = (z,0) =0

Standardni skalarni souc¢in v R:
(@y) =3 Ty
V prostoru matic R”*":
—_y m _ T
(A,B)=3"" | ijl a;;b;; = trace(AB™)

Jednoznacnost skalarnich soucinu obraziu baze

Baze 2z, ..., 2,

(z,y) = <ZZ Q2 Zj /szj> = Zl Q; <zi,Zj ﬂjzj> = ZZ Zj aiﬂj<zi’zj>

Norma a kolmost
Pro néjaky skalarni soucin definujeme normu a kolmost. Bacha v jednom skalarnim soucinu muze
byt néco kolmy a v druhym ne. ZaleZi o jakém skalarnim sou¢inu mluvime.

DEF Norma indukovana skaldrnim souéinem

x| = \/(z,z), kde z € V

Intuitivné odpovida délce/velikosti vektoru.

DEF Kolmost

Vektory z,y € V jsou kolmé, pokud (z,y) = 0, znaceni z L y.

VETA Pythagorova véta

Pokud z,y € V jsou kolmé, pak

lz +yl* = l* + |yl



DKZ
lz+y|? = (z + g,z +y) = (z,2) + (z,y) + (z.9) + Wy) = |z|* + |y|?

VETA Cauchyho-Schwarzova nerovnost

Vz,y € V plati:
[{z9)| <] - ]yl
DKz
Dutikaz nad R.
Pro nulovy vektor y véta trivialné plati.
ft)=(x+ty,x+ty) >0
= (z.) + 2 tzy) + 17 (yy)
f je kvadraticka funkce vici t. Je nezdporna. Ma tedy maximéalné jeden kofen.

Z toho plyne D < 0.

D= 4<1’,y>2 - 4<y7y> <.’L’,l’>
= (z,y)? < (z,7)(y,y) (diskriminant nekladny)

= [{z,y)| <[] - y| (odmocnéno)

TVRZ Trojdhelnikova nerovnost

Jako disledek Cauchyho-Schwarzovy véty plati:
Pro kazdé z,y € V:
|z +yl <zl + |yl

DKZ
z=a+bi
z+zZ=2-Re(z)
2| = Va2 + b2 > |af
|z +yl? = (z +yx +y)
= (z,2) + (x,y) + (z.9) + (.9)
<x,w>+2 Re((z,y)) + (y.y)
< A(zx) +2- [{z,y)| + (y.y)
< (z,z) + (y,y) + 2 =] - |yl

= l=[* + IyI* + 2 - ] - |yl
= (l=] + Iy)?

DEF Norma (obecné)
Zobrazeni |.| : V' — R (nebo C).



1. Vo € V : ||z|| > 0, rovnost pouze pro z = 0
2. VeeV,aeR: |
3. trojuhelnikova nerovnost ||z + y|| < |z|| + ||

az| = |al - |z|

1
prop = 1,2, ...: p-norma vektoru je: ||z|,, = (Zi|xi\p)p

Ortogonalni a ortonormalni systémy

DEF Ortogonalni a ortonormalni systém

Systém vektoru je:
1. ortogonalni, pokud jsou na sebe po dvou kolmy
2. ortonormalni, pokud jsou ortogonalnia ||v,| = 1 pro vsechna i.

Ortogonalni systém muiZeme znormovat, pokud v ném neni nulovy vektor. Kazdy vektor vydélime
jeho normou.

TVRZ Ortonormalni systém je lin. nezavisly
21y -y 2y, j€ ortonormalni systém. Je také LN.
DKZ
Z?zl Q2 =0
0= (0,2,) = <Z;-n=1 aizia2k> = > a;(2,2) = ap(2p,2p)
Vk:a,=0

VETA Fourierovy koeficienty

21, ...2, ortonormalnibaze V.

VeeV:iz=3"" (2,2)2

Gramova-Schmidtova ortogonalizace

Z néjaké baze se snazim vytvofrit ortonormalni bazi.

Na zacatku mam jeden vektor ze systému. Ten znormuji.

Pak vezmu dalsi, udélam projekci na prostor, ktery tvori uz existujici kolmé vektory.
Pak tuto projekci od néj ode¢tu. Dostanu vektor kolmy na vSechny ostatni.

Ten pak jenom znormuji.

Zq, ..., &, jsou LN vektory.

1. for k:=1tondo

2. Yy, =1x4 — Ek_l <xk,zj>zj (vypo¢itam kolmici)
3. oz, = (ﬁyk”)yk (normalizujeme na délku 1)

4. end for

24, ..-2,, je baze span{z, ...z, }

TVRZ

Kazdy kone¢né generovany prostor se skalarnim sou¢inem ma ortonormalni bazi.



TVRZ
Baze B = {z,, ..., z,, } prostoru V. Pak
<l’,y> = [m]gmB
je skalarni soucin a baze B je v ném (soucinu) ortonormalni bazi.

DKZ

Ovéfeni axioma pro sk. soucin.

Béze je ortonormalni: (z;,z;) = [zi]EWB =ele;=0

Pro kazdou reg. matici mazu v R™ udélat skalarni soucin.

(z,y) = [z]Bly] g = (Ax)T (Ay) = 2T AT Ay

Ortogonalni doplnék a projekce
DEF Ortogonalni doplnék
Ortogonalni doplnék mnoziny vektora M C V je

Mt ={zeV;Vye M: (zy) =0}

Vlastnosti:
1. M* je podprostor V/
2. MCN= N+tCM*
v N je vic vektort, N+ je teda omezenéjsi
3. M+ = span(M)*
Vlastnosti doplinku podprostoru:

Bud U € V,bud zy, ..., 2, ortonormalni baze U a bud z,, ..., z,,,, 2,41, ---» 2, jeji rozsifeni na

ortonormalni bazi V.

Pak 2,,.1, ..., %, je ortonormallni baze U™~.

Tedy: span{z,,. 1, ..., 2, } = U+

DKZ

span C U~: vektory jsou kolmé na bazi U, tedy patii do U*. Jejich lin komb. taky.
Ut C span:

reUtCV

r= Zzl<$vzi>zi + Z?:m+1<xvzi>zi

x je ale kolmej na vsechny z,, kde k < m

takze

r= Z?:m-}-l(l"zi)zi = x € spanq{...}

1. dimV =dimU + dim U+
2. V=U+Ut



3. UNU*L = {o}
4. UH =U
VETA O ortogonélni projekci
Bud U € V.Pak Vx € V existuje pravé jedna prjekce z;; € U do prostoru U.

Navic, je-li 24, ..., 2,,, ortonormalni baze U, pak

m

Ty = Z(x’zi>zi

i=1
TODO: projekce

Ortogonalni doplnék v R™
VETA Ortogonalni doplnék v v R”
Bud A € R™*" Pak R(A)* = Ker(A).

DKz

R(A) =span{A,,, Ay, ..., A, }

R(AY ={A,, Ay, . Ay}

={z e R";Vi: (A4,,,x) =0}
= {z € R"; Az = 0}

TVRZ

1. Ker(ATA) = Ker(4)
2. R(ATA) = R(A)

3. rank(AT A) = rank(A)

DKz

z € Ker(ATA) = ATAz =0

e AT Az =0

(Az)T(Az) =0

|Az|? =0

Az =0 =z € Ker(A)

R(ATA) = Ker(ATA)" = Ker(A)* = R(A)

VETA Ortogonalni projekce v R™
Bud A € R™*"™ hodnosti n.

1
ATy,

Pak projekce vektoru z € R™ do sloupcového prostoru §(4) je ' = A(ATA) "~
DKz
z dano, 2’ hledam, Ze:

o —z €Ut =S5(A)L = R(AT)" = Ker(A)
AT (2’ — x) = 0 (je v Ker)




ATy’ = ATy

x’ = Ay (y pomocné)
ATAy = ATy
y=(ATA) ATy

o = Ay = (ATA) 'ATg

Matice projekce
Matice projekce do S(A) je

Pi= A(ATA) AT

+ je symetricka

« P™ = P.Vysledek Pz je uz v prostoru na ktery délame ortogonalni projekci, takze kdy?z ji
udélame vickrat, tak se uZ nic nestane.

« PA = A.Podobny, jako nahote. Vysledek Az je v §(A), takze P uz nic neudéla. P¥ipadné
dosadim za P a dostanu to algebraicky.

Pro V' C R™ matice projekce do V*: (I — P)

Linearni regrese - metoda nejmensich ctvercu
Pro hledani dobrych aproximaci rovnic, které nemaji feseni.
Méjme Az = b, aby neméla feseni.

Chceme teda, aby se aproximace od fe$eni lisila co nejméné: min . | Az — b|. Velikost rozdilu
vektoru aproximace (Ax) a opravdového vektoru b, by mél byt co nejmensi.

Kdyz pouzijeme euklidovskou normu, tak

n

Az —b|2 = (4,0 —
Helﬁg%" x — b3 m1 ]:Zl . —by)

Z toho je tedy jméno metoda nejmensich ¢tverct...

VETA Mnozina feSeni metodou nejmensich ¢tverct

Mnozina pfibliznych feSeni soustavy Az = b metodou nejmensich ¢tverct je neprazdna a rovna
mnoziné feSeni normalnich rovnic.

DKZ
Rovnice vypadaji takto:
AT Az = ATh

Hledame projekei b do S(A). To je vektor nejblizsi b, kterého mizeme dosdhnout v S(A). Budeme
pak fesit rovnice, aby Az = Pb (Pb je projekce b do S(A)).

Vime, ze Az je projekci < Az —b € S(A)*+ = R(AT)l = Ker(AT)
Musi tedy platit AT (Az — b) = o, neboli AT Az = AT

Jednoduse vidime, Ze pokud Az = b ma feseni, pak to je fesenim i MNC, to samé plati naopak.



| Jednoznaénost nastane, pokud A ma LN sloupce. AT A je potom regularni.

Ortogonalni matice

Jsou to néjaké matice, které nedeformuji objekty.

DEF Ortogonalni matice
Matice Q € R™ ™ je ortogondlni, pokud QTQ = I,
Matice Q@ € C™ ™ je unitarni, pokud QTQ = I,

TVRZ Charakterizace ortogonalnich rovnic

Matice Q € R™ ™ je ortogonalni pravé tehdy kdyz sloupce @) tvofi ortonormalni bazi R™.
DKZ
T _ _J1li=s
(Q Q)U - <Q*zaQ*]> - {0 itj

Z toho mimochodem vychéazi, ze musi byt i regularni (sloupce tvofi bazi R™).

Vlastnosti

| POZN: Ortogonalita se zachovavé inverzi i transpozici
| POZN: QTQ =1, = QT = Q!

Jsou uzavfeny na soucin, ale ne soucet.

Dk: (Q1Q2)" (@1@Q2) = QT QT Q1@ =1

TVRZ

Bud @) € R™*" ortogonalni. Pak:

1. Vz,y € R" : (Qz,Qy) = (z,y)
Dikaz: (Qz,Qy) = (Qz)TQy = z7QTQy = 2Ty
2. Vo €R" : | Qx| = ||z|

Takze zobrazeni x — Qx zachovava ahly i délky.

« Vsechny prvky ortogonalni matice jsou mensi nez 1.

1 0T . i1 .
. (0 Q) je ortogonalni matice

Householderova matice
je crazy
H(a)=1,-2-% o0#acR"

Oto¢ime podle normaly (2 - % — I,,) a potom podle pocatku (negace).

Givensova matice
Matice pro otoceni. ¢ = cos(¢p), s = sin(yp)
Piedpoklad ¢ + 52 = 1

I

G.

z,j(c’ S) = I



Jednotkova matice, ale na pozicich ¢ a j dam ty cosiny.

Otaci to podle os z; a z; proti sméru hodinovych rucicek.

Determinanty
DEF Determinant

Pro A € T™*™:

n

|A] = det(A) = Z sgn(p) Hai,p(i) = Z Sg(P) a1 p(1)-+ @ p(n)

peS,, i=1 peS,,

Pokud mam matici v REF tvaru, tak mi stac¢i vynasobit prvky na diagonale.
det(AT) = det(A)

Radkova linearita:

det(A + e;bT) = det(A) + det(A + ¢, (b7 — A4;,))

Vliv elementarnich diprav na determinant:

Vynasobeni i-tého fadku a: acdet(A)

Vyména i-tého a j-tého fadku. det(A) = — det(A”")
Kazda permutace radka: det(A) = sgn(p) det(A”)
T tohoto také plyne, ze pokud méa matice dva stejné fadky = det(A) = 0

Pfi¢teni a-nasobku j-tého Fadku k i-tému: det(A) = det(A’)
det(A”) = det(A) + avdet(A s dvéma Fadky j) = det(A4) +0

TVRZ det(A) = 0 < A je regularni

Dukaz: A je reguarni < REF(A) ma na diagonale nenulova ¢isla.

VETA Multiplikativnost determinantu
det(AB) = det(A) det(B), pouze pro ¢tvercové
DKz
1. A singularni: 0 = det(AB) = det(A) det(B) = 0det(B)
2. A regularni:
1. A je matice elem. Gpravy:
Nasobeni fadku a: det(AB) = adet(B) = det(A) det(B) = avdet(B)
Pricteni a nasobku: TODO

2. Obecné:
det(AB) = det(E, E,E; - - - E,B)
=det(E,) det(Ey,E; - - - E,B)
= det(E, ) det(E,) det(Ey) - - - det(E},) det(B)
= det(E, EyE;5 - - - E}) det(B)
= det(A) det(B)



VETA Laplacettv rozvoj

Vyberu si libovolny -ty radek.
det(A) = Y (=1)"a,; det(A¥)
j=1

kde A% vznikce z matice A vyskrtnutim i-t=ho fadku a j-tého sloupce.

DKZ

T

VETA Cramerovo pravidlo

Bud A € T™*" regularni, b € T". Pak feSeni soustavy Az = b je dano vzorcem:

B det(A+ (b—A,;)el)
T = det(A) ’

1=1,...,n

DEF Adjungovana matice

Pro matici A je

adj(A);; = (—1)"*7 - det(A bez fadku 7 a sloupce j)

VETA O adjungované matici

Pro kazdou A € T™*™ plati
A adj(A) = det(A)1,
TODO: dukaz
Z toho plyne disledek: A= = m adj(A)
Taky dokaZeme poznat, Ze je inverzni matice celo¢iselna, pokud det(A) = +1.

VETA Véta o objemu rovnobéznosténu

Bud A € R™*™. Objem rovnobéZnosténu s hranami danymi fadky matice A (jakozto m-

dimenzionalniho ttvaru) je \/det(AAT)

Specidlné pro m = n je objem | det(A)].
/det(AAT) = \/det(A) det(AT) = \/det(A)2 = | det(A)]

DKZ

Indukci podle m.

Objem rbs. kdyz pfidime dalsi vektor bude objem toho bez néj - vyska.
by, € Ve, €V, 5a, =b, +cn

A=~ % =

T
— al —

Odectu c,,, (jenom nasobky a; az a,,_;):



o
det(AAT) = det(A’A'T)
A =E - EA

det(A’A'T) = det(E),) - det(E;_;) - det(E;) - det(AAT) - det(E,) - ... - det(E,) =
det(AAT)

Determinanty E; jsou 1, protoZze to jsou ekviv. operace pficteni nasobku radku.
(&) e o) = (2 72) = (O )
det(AAT) = det(DDT) - b1'b,,
V/det(AAT) = \/det(DDT) - |b

ml

Dostali jsme “objem/obsah” zakladny - vyska. B

Vlastni c¢isla

DEF Vlastni ¢isla a vlastni vektory

Bud A € C™"*™. Pak X € C je vlastni ¢islo matice A a z € C" jemu pfislusny vlastni vektor,
pokud

Az = Az, x # o

Vlastni vektor neni uréen jednozna¢né. Kazdy jeho nasobek je také vlastnim vektorem.

A je vlastnim ¢islem, kdyz det(A — AI,,) = 0. Plyne z definice. KdyZ rovnost hodim na jednu stranu,
tak dosatnu, Ze to musi byt singularni matice.
Matice projekce do prostoru U mé vlastni éislo 1 s v. vektory € U, a 0 s v. vektory € U=,
U trojuhelnikovych matici jsou vlastni ¢isla na diagonale.
Vychézim z toho, Ze det(A — AIL,) = 0.
ay-ay---a, =0

Kdyz odectu A:
(@, —A)-(ay—A) - (a, —A)=0=>A=aq,...,q,

DEF Charakteristicky polynom
Charakteristicky polynom matice A € C™*" proménné A je

pA(/\) = det(A — )\In)

Vlastni ¢isla jsou koreny charakteristického polynomu.

DEF Algebraicka a geometrickd nasobnost vlastniho ¢isla

1. Algebraicka nasobnost X je nasobnost A jakozto kofene ch. polynomu.
2. Geometricka nasobnost A je rovna n — rank(A — AL)).
tj. poCtu lin. nezavislych vlastnich vektora, které odpovidaji A.



DEF Stopa matice
Stopa matice A € T™*™ je trace(A) = >."

i=1 i
TVRZ Soudin a soucet vlastnich é&isel

1 det(A) = Ay - A,
2. trace(A) = A + ...+ A,

DKZ

det(A—AT) = (—1)"(A=A) (A= A) - (A=A,

A= 0= det(4) = (—1)"(=A)(=Ag) -+ (“A,) = Adg A,
trace TODO

TVRZ Vlastnosti vlastnich ¢&isel

1. je-li A regularni, pak A~! ma vlastni ¢isla A7, ..., A1 a vlastni vektory stejny.
2. A% ma vlastni &isla A2, ..., A2 a vlastni vektory stejny

3. @A ma vlastni ¢isla )y, ..., @), a vlastni vektory stejny

4. A+ ol, mavlastni ¢isla A\ + «, ..., A\, + « a vektory stejny

5. AT ma stejny vlastni ¢isla, ale jiny vlastni vektory

nemusime si pamatovat.
TVRZ Komplexné sdruzené ¢islo k vlastnimu ¢islu je také vlastni ¢islo
Pokud jsou Ay, ..., A, vlastni &isla, tak A, ..., A, jsou také.

Dukaz ptes upravy det(A — AI,)) =0

DEF Spektrum a spektralni polomér

Spektrum je mnozina vlastnich ¢isel.

Spektralni polomér je polomér nejmensiho kruhu, ktery pokryva vsechny vlastni ¢isla v komplexni
roviné.

DEF Matice spolec¢nice

p(z) =2"+a, 12" + ...+ ax+ag

0 ... .. 0 —ag
1 HE
C(p):==1o o —a,

TVRZ O matici spole¢nici

Plati p,(,)(A) = (=1)"p(A)

Tedy vlastni ¢isla matice C'(p) odpovidaji kofentim polynomu p(z).

Duikaz pres dosazeni C(p) do charakteristickyho polynomu, upraveni matice ze zdola pficitat
postupné A nasobek radku, abychom dostali jednotkovou podmatici vlevo dole a potom udélali
laplactiv rozvoj podle prvniho radku.

VETA Cayleyho-Hamiltonova



Bud A e C""a

pa(A) =det(A—AL,) = (—1)"A\" + a, A"+ .+ oA+

Pak

pa(A) = (—1)"A" +a, A"+ .+ A+ agl, =0

DKZ

M -adj(M) = det(M)I,

(A— ML) adj(A — AL,) =det(A— \[,)IL,

Adjungovana matice bude matice polynomi max stupné n — 1, takZe se da zapsat:
adj(A—\I,) = B, ;A" '+ ...+ BA\+ B,

Dosadime:

(A= AL)(B, 1 A" '+ ...+ BIA+ By) = ((=1)"A" + a,, A" 1+ o+ oy A+ ag) 1,
Porovnam koeficienty u levé a pravé strany:

A'...— B, ; = (=1)kI,

M..AB; B, | = oI,
N..AB, = a1,

j-tou rovnici vynasobim A7, pak je véechny se¢tu a dostanu jednu:

—A"B,_y + A" Y(AB,_; — B, ) + ... + agl,, = pa(4)

Nalevo se to vSechno zkrati na O...

Dusledky
Bud A € C™*". Pak pro kazdé k € N je

A € span{Il,, A, ..., A"}
AF je lin. kombinaci mocnin matic A a7 do stupné n — 1.

Podobnost
DEF Podobnost

Matice A, B € C™*™ jsou podobné, pokud existuje regularni § € C**", ze

A=SBS!

TVRZ Vlastni ¢isla podobnych matic
Podobné matice maji stejna vlastni ¢isla.
DKZ
det(A — XI) = det(SBS™' — A\SIS™)
=det(S(B—AI)S™!) = det(S) det(B — AI) det(S™1) = det(B — A\I)

DEF Diagonalizovatelnost



Matice A € C™*™ je diagonalizovatelna, pokud je podobna néjaké diagonalni matici.
A= SAS™!
kde S je regularni a A diagonalni.

Tomuto tvaru se fika spektralni rozklad.

VETA Charakterizace diagonalizovatelnosti

Matice A € C™*™ je diagonalizovatelna pravé tehdy kdyz ma n linearné nezavislych vektoru.

DKZ
A=SAS71 = AS = SA

A= ( )

Kdy?z i-ty sloupec v S je vlastni vektor k A;, tak
AS,; = XS,
... udélame pro kazdy sloupec

AS = SA

hotovo

Podobné matice jsou ty samé linearni zobrazeni, ale v jinych bazich

A= plflp
A" = plflg- slflp - Blidls
A" = SAS71 kde Sje p[flp
Mocnéni diagonalizovatelnych matic:
A= SAS™
Ak = SAFS1
Jordanova normalni forma
DEF Jordanova burika

A € C,k € C. Jordanova buika Jy () je ¢tvercova matice fadu k definovana

A1 0 ...0
0 - - :
0 ... . .. 0 A

Ma4 vlastni Cislo A, které je k-nasobné.

A ma pouze jeden vlastni vektor.

DEF Jordanova normalni forma

Matice J je v Jordanové normalni formé, pokud ma na diagonale Jordanovy bunky.



O O O O w
S O O uto
O O NOoO o
o Nk OO
N O O0O0o

(tam jsou dvé buriky J; (5), a jedna J5(7))

VETA O Jordanové normalni formé

Kazda matice A € C™*" je podobna matici v Jordanové normalni formé. Tato matice je aZ na
poradi buniek ur¢ena jednoznacné.

bez dk.
Mocnéni v2, funguje pro kazdou matici. Ale mocnime Jordanovu formu:
A=8J51
Ak = g kg1

Symetrické matice
Takovy, ze AT = A.

DEF Hermitovska matice a transpozice
Hermitovska transpozice je A* = AT
Hermitovska matice je takova, ze A* = A.

Symetricka je vzdycky hermitovska, ale ne naopak.

1 146 .

<1+i N ) je sym a herm
114\ .

(1+i 9 ) je pouze herm

VETA Spektralni rozklad symetrické matice

Pro kazdou symetrickou matici A € R™*" existuje ortogonalni Q € R™*" a diagonalni A € R™*"
takové, ze

A=QAQ"
DKZ
Matematickou indukci dle n
n=1:A=(1)A(1) ok
n<n—1

Ax = Az

je to v pici
Nezaporné matice

VETA Perronova

1. A € R™*™ nezaporna matice. Pak v absolutni hodnoté nejvétsi vlastni ¢islo je redlné nezaporné
a prislusny vlastni vektor je nezaporny ve vsech slozkach.



2. A € R™" kladna matice. Pak v absolutni hodnoté nejvétsi vlastni ¢islo je realné kladné a
prislusny vlastni vektor je kladny ve vSech slozkach. Navic ma nasobnost 1.

Vypocet vlastnich cisel
VETA Gerschgorinovy disky

Kazdé vlastni ¢islo A matice A € C™"*" lezi v kruhu o stfedu a;; a poloméru } . 7éj|ai ;| (ostatni &isla
na fadku 3), pro né&jaké i € {1, ...,n}.
DKZ
doplnit :(
Pouziti Gerschgorinovych diski:

1. Diagonalné dominantni matice
Matice A € C"*™ je regularni, pokud |a;| > 3_. 7éj\aij| Vi. (prosté kruhy neobsahuji nulu)

2. Kriterium pro zastaveni vypoctu itera¢nich metod
Kdyz matice konverguje k diagonalni, tak se zmensuji disky a zpfesiiuje se odhad na vlastni ¢isla.

3. Markovovy matice
Pro markovovu matici (A > 0, Ae = e) je vlastni ¢islo 1 a je nejvétsi.

Kruhy se vSechny dotykaji jednicky zleva.

Positivné (semi-)definitni matice

DEF Positivné (semi-)definitni matice

A € R™" symetricka. Pak A je

1. positivné semidefinitni, pokud 2T Az >0 pro véechna x € R™.
2. positivné definitni, pokud 27 Az > 0 pro véechna x # o.

| POZN: Positivné (semi-)definitni maji na diagonale nezaporné (kladné) hodnoty: el Ae; = a;;

Funguje i pro nesymetrické matice, kdyz je zesymetrizujf%me A— %(A + AT)
T AT
.’ET%(A+ AT)IL' — :cTZA:c + z2TATy _ 2T Ax + (et AT2)” T Ax

2 2 2
TVRZ
A, B € R™" pos. definitni = A + B pos. definitni.
A1 pos. definitni taky.

VETA Charakterizace positivni definitnosti

A € R™ " symetricka. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

1. A je positivné definitni,
2. vlastni ¢isla A jsou kladna,
3. existuje matice U € R™*™ hodnosti n takova, 7e A = UTU.

DKZ

1. 1=2



IAN<0: Az = Mz

2T Az = \xTx

)\SO,:UT:Uje>O.

= A neni pos. definitni.
2.2=3

A=QAQT

Q ortogonalni, A diagonalni

A, je odmocnéna A.

A= QAQT = QAATQT

QA, je U, ATQT je U.
3.3=1

zTAz >0,Vr #o0

2TUTUz = (Uz)T (Uz) = |Uz|?> >0

VETA Charakterizace positivni semidefinitnosti

A € R™ ™ symetricka. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

1. A je positivné semidefinitni,
2. vlastni ¢isla A jsou nezaporna,
3. existuje matice U € R™*" takova, ze A = UTyu.

Metody na testovani positivni definitnosti

VETA Rekurentni vzorecek na testovani positivni definitnosti

a€R,a € R" 1 A € RPUX(n=1) symetricka.

a al
A= (a Az)

je positivné definitni pravé tehdy, kdyz plati zaroven

Pak matice

1. aa>0,
2. A, — éaaT je positivné definitni.

DKZ
dodélat
Sylvestrovo kriterium positivni definitnosti ...

VETA Choleského rozklad

A € R™ ™ positivné definitni.
Existuje jedina dolni trojuhelnikova matice L € R™*™ s kladnou diagonélou, Ze

A=LLT



DKZ
Indukeci podle n

n=1
A=(a),a>0
L=(

Va)
LLT = A

n<n—1
A=(1%)

a>0,A~ — éaaT je pos. def.

()5 = (%)

a=p2=pB=/a
a=ﬂbz>b=\/iaa

A ="+ L"L"T = L~L"T = A~ — b = A~ — LadT

VETA Skalarni soucin a positivni definitnost

Operace (z,y) je skalarni souc¢in v R™ pravé tehdy, kdyz ma tvar
(z,y) = =T Ay
pro néjakou positivné definitni matici A € R™*".

DKZ
implikace tam

(r,y) = 2TRTRy, Rjereg, A= RTR

implikace zpatky
(zy) = 2" Ay
je to cislo T
(zy)=2TAy = (2TAy) =y" ATz = (y,x)

(z,z) > 0, (= 0 jen pro z = 0)

Zpos. def. 2T Az > 0,Vx #+ 0

Kvadratické formy

DEF Bilinearni a kvadratickd forma

V vek. prostor nad T.

1. Bilinearni forma je zobrazeni b : V2 — T, které je lin. v prvni i druhé slozce zvlast
b(au + Bv,w) = ab(u, w) + Bb(v, w)
b(u, av + pw) = ab(u,v) + Bb(u, w)

2. Bilinearni forma je symetricka, pokud b(u,v) = b(v,u) Yu,v € V



3. Zobrazeni f : V — T je kvadraticka forma, pokud
f(u) = b(u, u)

pro néjakou symetrickou bilinearni formu b.

DEF Matice bilinedrni formy a kvadratické formy

b: V2 — T bilin. forma a B = {wy, ...,w,, } baze V.
Matice bilinearni formy b vzhledem k bazi B je A € T™*"™, kde

a;; = b(wi,wj)

ProtozZe:
b(u,v) = b(El TiWys Ej ijj) = Zl b<wi> Zj ijj> = ZZ Ej xiyjb(wiawj> =xTAy =

[ulBA[] g

U kvadratické formy musi byt matice symetricka.

VETA Maticové vyjadieni forem

B baze V, b bilin. forma V.
Pak A je matice formy b vzhledem k bazi B pravé tehdy kdyz

b(u,v) = [u]5A[v] 5, Vu,v € V

DKZ

u = w; (vektor z baze) v = w;

b(wi, wj) = ezTAej = a;;

Kazdé matici odpovida bilinearni forma, kde b(wi, wj) =a;,V,5=1,..,n

TODO: sus

VETA Sylvestruv zikon setrvaénosti

f(z) = 2T Az kvadraticka forma na R™.
Existuje baze, vii¢i niz ma f diagonalni matici s prvky 1, —1,0.
Navic tato matice je aZ na poradi prvki jednozna¢na vic¢i viem bazim.

TODO: dukaz

DEF Polarni baze
Baze vuci niz matice kvadratické formy je diagonalni.

Vyznam: z diagonalizace miZeme rozhodnout o definitnosti té matice. Obecné zname, kolik
vlastnich ¢isel je kladnych, zapornych, nulovych.

Diagonalizace symetrickych matic: délam elementarni pravy. Ty mi méni vlastni cisla, ale ne
jejich znaménka.

Abych dostal i polarni bazi, tak po¢itam (ST AS | I.S) vlevo diagonalizuji (a délam tyté? Gpravy na
tadky i sloupce) a napravo si jen zaznamenavam upravy, které jsem délal (uz tfeba jen ve sloupcich).
V S je ve sloupcich polarni baze.



VETA SVD rozklad
A € R™™ q:=min{m,n}

Existuje diagonélni matice ¥ € R™*" s prvky o4y > ... > 0, > 0 a ortogonalni matice U €
R™*™ € R™*"™ takové, Ze

A=UxVvT

DEF Redukovany SVD rozklad
s VT
A=UsVT = (U, | U2)<0 g)( ) = U,8VT

‘/2T

1. U,U{ je matice projekce do S(A)
2. V;V3'' je matice projekce do R(A)

DEF Cislo podminénosti

U SVD rozkladu hodnota k = Z- > 1

Ortogonalni matice maji ¢islo podminénosti 1. Rika to jak moc to lin. zobrazeni deformuje prostor.
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